ЕН.01 МАТЕМАТИКА
281 гр. на 30.09 (2ч)
Задание 1. Повторите тему «Производные».

Задание 2. Ознакомьтесь с материалом лекции, приведенной ниже. 

Задание 3. Составить конспект, ответив на вопросы:

1) Запишите определение производной и выучите его.

2) Что такое дифференцирование?
3) Какие правила дифференцирования существуют? Запишите их.

4) Составьте таблицу основных производных.

5) В чем заключается геометрический смысл производной? Сделайте рисунок.

6) В чем состоит механический смысл производной?

7) Запишите формулу производной сложной функции.

8) Разберитесь в приведенных примерах и запишите их.

Выполненную работу показать преподавателю на следующем уроке.

Производная

Пусть функция y=f(x) определена на промежутке [a;b]. Точка x
[image: image143.png]


 [a;b]. В точке x функция y=f(x) имеет значение f(x).Точка (x+∆x)
[image: image2.wmf]Î

[a;b]. В точке (x+∆x) функция y=f(x) имеет значение f(x+∆x). Разность (x+∆х – x) - приращение аргумента. Обозначается  ∆x.

Разность f(x+∆x) – f(x)- приращение функции. Обозначается ∆ y, т.е.

∆y = f(x+∆x) – f(x).
Составим отношение

[image: image1.wmf]Î

[image: image3.png]


.

Если ∆x
[image: image4.wmf]®

 0, то
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Этот предел называется производной функции y=f(x) в точке x. 

Определение: Производной функции y=f(x) в точке x называется предел отношения функции к приращению аргумента, если приращение аргумента стремится к нулю. Обозначают производную : f'(x) или [image: image6.png]


или [image: image7.png]


.  Обычно, если данная функция обозначена буквой у, то ее про​изводная может быть обозначена у', читать: «производная функции у» или [image: image8.png]


, читать: «производная функции у по х». Если данная функция обозначена символом f(x), то ее производная может быть обозначена f '(х), читать: «производная функции f(x)».

[image: image9.png]e Ax) J10) vy




Определение: Операция нахождения производной называется дифференцированием. 

Функция y=f(x), которая имеет производную в точке x, называется дифференцируемой в этой точке. Функция y=f(x), которая имеет производную в каждой точке некоторого промежутка, называется дифференцируемой на этом промежутке.

Общее правило дифференцирования (нахождения про​изводной) следующее:

1) найти приращение ∆y функции, т. е. разность значений функции при значениях аргумента  х+ ∆x и x;
2) найти отношение ∆y/∆x, для этого полученное выше равенство разделить на ∆x;

3) найти предел отношения ∆y/∆x при ∆x →0.

Пример 1. По определению найти производную функции [image: image10.png]


 в произвольной точке х.

Решение. Выбираем произвольную точку [image: image11.png]


 ; придаем приращение аргументу [image: image12.png]At



 : [image: image13.png]


 ;

вычисляем приращение функции [image: image14.png]


, тогда
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Следовательно, [image: image16.png]


.

Пример 2. Найти скорость равномерно ускоренного движения в произвольный момент времени t и в момент t = 2 сек., если зависимость пути от времени [image: image17.png]s =52



 .

Решение. Выбираем произвольную точку [image: image18.png]


 ; придаем приращение [image: image19.png]


 аргументу: [image: image20.png]


 . Вычисляем приращение функции:
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 . Тогда скорость в произвольный момент времени будет равна
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 .

Скорость в момент времени t = 2 сек. соответственно будет

[image: image23.png]2=19,6 4
98:2=10,6 Y/



 .

Вспомним основные правила дифференцирования:
1. Если [image: image24.png]


 то [image: image25.png]«©y=0



 .

2. Если [image: image26.png]ulxy



 и [image: image27.png]v(x}



 – дифференцируемые функции, то

[image: image28.png](= v@)) =u'(x




 .
3. Если [image: image29.png]ulxy



 и [image: image30.png]v(x}



 – дифференцируемые функции, то

[image: image31.png]() v(0)) = () -v(x)




 .
Следствие. Если [image: image32.png]flxy=C-




, то [image: image33.png]


 .

4. Если [image: image34.png]ulxy



 и [image: image35.png]v(x}



 – дифференцируемые функции и [image: image36.png]v(x}=0



 , то

[image: image37.png]


 .
Следствие. Если [image: image38.png]fl=—

»m



 , то [image: image39.png]


 .

5. Если [image: image40.png]Gixy=F{f(x}}



 , то [image: image41.png]G )= P ')



 .

6. Если [image: image42.png]


 – есть функция обратная к [image: image43.png]


 , то [image: image44.png]gin=

f(l)



 , где [image: image45.png]fxy=0



 и [image: image46.png]{r)




 .

Для удобства нахождения производных составим таблицу основных производных.
Пусть [image: image47.png]


 - дифференцируемая функция, тогда

1. [image: image48.png]@ Y=o uw



;

2. [image: image49.png](a"y



;

3. [image: image50.png]() =t i’



;

4. [image: image51.png]¥

log ) =
(oguy=—m



;

5. [image: image52.png]Gy =4
"



;

6. [image: image53.png]{sinu} =1 -cosu



 ;

7. [image: image54.png]{cosu} =—u'-sinu



 ;

8. [image: image55.png]cos U



 ;

9. [image: image56.png]



10. [image: image57.png]{arcsin )




 ;

11. [image: image58.png]


 ;

12. [image: image59.png]


 ;

13. [image: image60.png]


 .

Производная — это скорость изменения функции.
На рисунке — графики трех функций. Как вы думаете, какая из них быстрее растет?



Ответ очевиден — третья. У нее самая большая скорость изменения, то есть самая большая производная.

Вот другой пример.

Костя, Гриша и Матвей одновременно устроились на работу. Посмотрим, как менялся их доход в течение года:



На графике сразу все видно, не правда ли? Доход Кости за полгода вырос больше чем в два раза. И у Гриши доход тоже вырос, но совсем чуть-чуть. А доход Матвея уменьшился до нуля. Стартовые условия одинаковые, а скорость изменения функции, то есть производная, — разная. Что касается Матвея — у его дохода производная вообще отрицательна.

Интуитивно мы без труда оцениваем скорость изменения функции. Но как же это делаем?

На самом деле мы смотрим, насколько круто идет вверх (или вниз) график функции. Другими словами — насколько быстро меняется у с изменением х. Очевидно, что одна и та же функция в разных точках может иметь разное значение производной — то есть может меняться быстрее или медленнее.

Производная функции обозначается [image: image63.png]


.

Покажем, как найти [image: image64.png]


 с помощью графика.



Нарисован график некоторой функции [image: image66.png]y = f(x)



. Возьмем на нем точку [image: image67.png]


 с абсциссой [image: image68.png]o)



. Проведём в этой точке касательную к графику функции. Мы хотим оценить, насколько круто вверх идет график функции. Удобная величина для этого — тангенс угла наклона касательной.

Производная функции [image: image69.png]


 в точке [image: image70.png]o)



 равна тангенсу угла наклона касательной, проведённой к графику функции в этой точке.
[image: image71.png]



Обратите внимание — в качестве угла наклона касательной мы берем угол между касательной и положительным направлением оси [image: image72.png]


.

Касательная к графику функции - это прямая, имеющая на данном участке единственную общую точку с графиком, причем так, как показано на нашем рисунке. Похоже на касательную к окружности.

Найдем [image: image73.png]


. Мы помним, что тангенс острого угла в прямоугольном треугольнике равен отношению противолежащего катета к прилежащему. Из треугольника [image: image74.png]


:

[image: image75.png]f'(wo) =tga =




Есть и другое важное соотношение. Вспомним, что прямая задается уравнением

[image: image76.png]


.

Величина [image: image77.png]


 в этом уравнении называется угловым коэффициентом прямой. Она равна тангенсу угла наклона прямой к оси [image: image78.png]


.

[image: image79.png]


.
Мы получаем, что

[image: image80.png]



Запомним эту формулу. Она выражает геометрический смысл производной.

Производная функции в точке [image: image81.png]o)



 равна угловому коэффициенту касательной, проведенной к графику функции в этой точке.
Другими словами, производная равна тангенсу угла наклона касательной.
Геометрический и механический смысл производной

С вычислением производной мы сталкиваемся всякий раз, когда требуется определить скорость изменения одной величины - функции в зависимости от изменения другой величины - независимой переменной.

Определение. Средней скоростью изменения функции [image: image82.png]


 при переходе независимой переменной от значения [image: image83.png]


 к значению [image: image84.png]


 называется отношение приращения [image: image85.png]Ay



 функции к приращению [image: image86.png]


 независимой переменной, то есть

[image: image87.png]fx)
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Определение. Истинной или мгновенной скоростью изменения функции [image: image88.png]


 при заданном значении независимой переменной [image: image89.png]


 называется предел, к которому стремится средняя скорость изменения функции при стремлению к нулю приращения аргумента [image: image90.png]


:
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Механический смысл производной

Теорема. (Механический смысл производной)
Пусть задан путь [image: image92.png]


 движения материальной точки. Скорость данной материальной точки в момент времени [image: image93.png]


 есть производная от пути [image: image94.png]


 по времени [image: image95.png]


:

Задание. Тело движется прямолинейно по закону [image: image96.png]


 (м). Определить скорость его движения в момент [image: image97.png]


 с.

Решение. Искомая скорость - это производная от пути, то есть

[image: image98.png]o(t) = s'(t) = ( 15— 242 +u) :(%L’)'—(zﬁ)w(m)':




[image: image99.png]23y 21 r_z 2
S = 2(%) A == 2.2t 441 =2t —4t + 4





В заданный момент времени

[image: image100.png]v(10) =2-10° —4- 10+ 4 = 200 — 40 + 4 = 164



 (м/с).

Ответ. [image: image101.png]v(10) = 164



 (м/с).

Геометрический смысл производной

Производная функции [image: image102.png]


, вычисленная при заданном значении [image: image103.png]


, равна тангенсу угла, образованного положительным направлением оси [image: image104.png]


 и положительным направлением касательной, проведенной к графику этой функции в точке с абсциссой [image: image105.png]


:

[image: image106.png]f'(x) = tga




[image: image107.png]



Замечание. Геометрически производная представляет собой угловой коэффициент касательной к графику функции[image: image108.png]


 в точке [image: image109.png]


 .

[image: image110.png]



Пример. На рисунке №1 изображен график функции [image: image111.png]


 и касательная к нему в точке с абсциссой [image: image112.png]


 . Найти значение [image: image113.png]f'(xo)



.

Решение. Из геометрического смысла производной получаем, что

[image: image114.png]



Найдем угол [image: image115.png]


. Рассмотрим треугольник [image: image116.png]


 - прямоугольный, равнобедренный. Тогда[image: image117.png]


, а значит

[image: image118.png]a = 180° —
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А отсюда следует, что

[image: image119.png]f(xn)




Ответ. [image: image120.png]



Пусть функция y = f (x) на интервале (a, b) имеет производную [image: image121.png]y = f'(x)



, которая также является функцией от x. Назовём её производной первого порядка.
Если функция [image: image122.png]f(x)



 дифференцируема, то её производная называется  производной второго порядка и обозначается символами
[image: image123.png](Y =y =y¥



 или [image: image124.png]d (dy] dy’ _d’y

dx | dx dx dx2



. 
Производная от производной второго порядка, если она существует, называется производной третьего порядка и обозначается 
[image: image125.png](2)) 3)
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 или [image: image126.png]dy” d [dZy] d3y
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. 
Производной любого n-го порядка, или n-й производной, называется производная от производной (n – 1)-го порядка:
[image: image127.png]/
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. 
Производные порядка выше первого называются производными высших порядков.
Рассмотрим физический смысл производной второго порядка. Пусть материальная точка M движется прямолинейно по закону S = S (t) со скоростью  [image: image129.png]V (t) =S'(t)



, где t – время движения, S (t) – путь, пройденный за время t. Тогда за время Δt скорость [image: image130.png]V (1)



 получит приращение [image: image131.png]AV =V (t+At) =V (1)



. Отношение
[image: image132.png]


 называется средним ускорением движения точки за время Δt. Предел этого отношения при [image: image133.png]At = 0



 называется ускорением точки M в данный момент времени t и обозначается [image: image134.png]W (t)



:
[image: image135.png]W(t) = hm AA—Y—V(t) (s’(t))'zs”(t)



. 
Таким образом, вторая производная от пути по времени имеет физический смысл ускорения точки при её прямолинейном и неравномерном движении. Если же точка движется равномерно, т. е. с постоянной скоростью V (t) = const, то W (t) = [image: image136.png](const) =0



.

ТЕОРЕМА О ПРОИЗВОДНОЙ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ
Пусть y = f(u), а u= u(x). Получаем функцию y, зависящую от аргумента x: y = f(u(x)). Последняя функция называется функцией от функции или сложной функцией.

Областью определения функции y = f(u(x)) является либо вся область определения функции u=u(x) либо та ее часть, в которой определяются значения u, не выходящие из области определения функции y= f(u).

Операция "функция от функции" может проводиться не один раз, а любое число раз.

Установим правило дифференцирования сложной функции.

Теорема. Если функция u= u(x) имеет в некоторой точке  x0 производную  [image: image137.png]uy =u(x,)



 и принимает в этой точке значение u0 = u(x0), а функция y= f(u) имеет в точке u0 производную y 'u= f '(u0), то сложная функция y = f(u(x)) в указанной точке x0 тоже имеет производную, которая равна y 'x= f '(u0)·u '(x0), где вместо u должно быть подставлено выражение u= u(x).

Таким образом, производная сложной функции равна произведению производной данной функции по промежуточному аргументу u на производную промежуточного аргумента по x.
Итак, чтобы продифференцировать сложную функцию y = f(u(x)), нужно взять производную от "внешней" функции f, рассматривая ее аргумент просто как переменную, и умножить на производную от "внутренней" функции по независимой переменной.

Если функцию y=f(x) можно представить в виде y=f(u), u=u(v), v=v(x), то нахождение производной y 'x осуществляется последовательным применением предыдущей теоремы.

По доказанному правилу имеем y 'x= y 'u·u 'x . Применяя эту же теорему для u 'x получаем [image: image138.png]


, т.е.

y 'x = y 'x· u 'v· v 'x = f 'u (u)·u 'v (v)·v 'x (x).

Примеры.
1. y = sin x2. Тогда [image: image139.png]y=cosx? (x) = cosx? . 2x



.
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3. [image: image141.png]y=ln3(x+3), =3 2(x+3) (n(x+3) =30 %(x+3) i




[image: image142.png]
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